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$1. 3/8 ER nH He 十 年 前 在 卫 . Cartan 关于 微分 几 
PPE ATE PEL, SER, H. Whitney i HARRIS Ry eier. ii 


EI DS a, HPS BEL Ee A Cf, 15 FI EL Leray fil-EAA 


ARENA), 从 理论 或 其 主导 思想 在 拓扑 学 中 并 生 也 在 不 少 其 他 数学 分 支 中 Ci a 
代数 几何 ,多 元 复 变 丁 数 芥 等 )， 运 用 起 来 都 极 具 效 力 。 这 情况 已 经 是 颇 为 周知 的 。 本 文 ` 


自 的 不 打算 广泛 地 列举 关于 这 些 的 许多 组 节 上 或 过 去 发 展 上 的 事实 , 仅 欲 就 目前 情况 下 ， 
”对 这 理论 本 身 及 其 一 些 应 用 中 少数 几 个 项 目 加 坟 襄 明 。 

，， 可 从 一 较 简 单 的 例子 来 看 所 欲 谣 明 的 问题 的 性 俩 。 在 微分 几何 学 中 有 了 时 考虑 一 个 到 
处 不 为 0 的 连 灶 向 量 场 的 存在 问题 。 设 M" 为 一 紧 致 的 n 亲人 微分 流 形 。 对 每 一 z€ M" 


BRNO V(2), 并 要 求 了 在 M" LST 性 。 如 果 许可 V(z) =0, 显然 这 样 . 


、 的 了 恒 存 在 的 。 我 们 要 于 的 是 在 何 种 条 件 下 ， 和 "上 存在 一 个 到 处 不 为 0 的 连续 的 切 向 量 


场 了 。 这 方面 最 早 一 条 为 H. Hopf PAPER: M' 上 存在 一 个 到 处 不 为 0 ET. 
向 量 场 BAA Me 的 Euler 示 性 数 为 0。 照 这 定理 ， 则 一 % 准 球 Sn 空 1) 有 无 . 
这 样 一 个 向 量 场 存在 将 按 ”为 奇数 或 偶数 而 定 。 BH, RE Lie 群 的 Euler 


示 性 数 恒 为 0, H Lie 群 上 恒 有 这 样 的 切 向 量 场 。 ME 
IKA 88 ARE TA IF TLD LATE, BUBEN. E. Sto- 


enrod 式 的 坐标 从 ， 其 中 构造 群 在 若干 情况 的 告 答 全 下 占 较 重要 的 位 置 。 这 些 见 [31, 981, | 


2]。( 但 本 文中 提 到 的 丰 维 空间 则 是 在 通常 较 广 的 意义 下 求 了 解 的 。) 例 如 ,关于 前 面 提 到 


的 Mu. 上 到 处 不 为 0 的 切 向 量 场 ， 如 将 向 量 正规 化 ， 则 所 涉及 的 从 是 一 个 以 M ARE 

间 ,n 二 1 ERR S"-1 208888 DAIE 32 EE O(n) 为 构造 群 的 从 CM" 中 每 一 点 4 处 的 烙 雁 是 所 

有 与 M" YE a 处 相 切 的 单位 长 向 量 所 成 的 妹 )。 较 广 地 , ROR M'LAGĦ—A 

| BUR TIER tM SIB, RUB I DEER, Sioto 流 形 Tu am 

= O(n) /O(m—k) 4 ĦRMEJA pl O(n) H He HE AUR HE AUT IA. i 
TERT ERWINIA, ANNE EEE M 

AR $ 11 Hf FAR T ZEN ASAE ST Lg WA 2ST RRR, 二 阶 阻碍 类 等 的 关系 


. 虽 不 一 定 有 深意 ,但 也 许 是 可 以 注意 的 。 - 


$2. 阻碍 类 ”一般 说 来 ， NIE tr eee tC eke es 
上 绸 类 的 姑 算 问题 。， fi B = (B, E, G) 3p—JÁ, 其 底 空间 为 一 复合 形 《或 较 广 地 一 CT- ， 


o 北京 大 学 五 时 科学 对 oy Leen, 


MA. 


ML 


BAM, BIHA B, 投身 为 b; EB ors) F, WERE @), a B" HB fin et 


ba, He Boy B'I—THAMR, B E 在 RUB 上 已 有 截面 地 而 这 截面 可 扩充 至 
UB" Liż—iiti, SHE 2 是 否 在 BoU Bm 上 有 截面 , 它 在 BUB El f BA 
“我 们 通常 对 RL oo. 
sf) €H™(B, Bo; Bm), IN 
Peer 的 阻碍 类 ， 这 里 多 (me) BE AME Am HER E BA | 
群 ( 欲 定义 这 阻碍 类 , 须 作 一 ( 极 弱 的 ) 假定 ， CNM F E m- 单 式 的 )。 了 可 扩充 至 Bo 
UB! 上 一 礁 面 的 充 要 条 件 是 Cf) +0, REN ENORET f HARA. Br 
in LAT, MARRE EMERE- REAMER, | 
Fin. TB m FL RHE BRAY A DK BE TO, BEREC- 1)- a, mi 


= HH, Bo; B (E= 0 F} oim 故 在 这 情况 下 ， B EB" 上 有 截面 ， mZ BBE | 


- 


Bir 上 有 截面 一 问题 变 为 属于 HB, B (mn) 内 的 阻碍 类 OC 28 ) 的 计算 《在 这 情况 


Fe HER f B. S'E EN=N, 因为 从 m=0(0Si<m) RER PRS EBE ` 


A ae a; FT GĦ of) 为 QC 8B ))。 同 样 地 , RBE Bo 上 已 有 截面 fo, HI fs EET 
扩充 至 BUB 上 一 截面 的 间 题 变 为 阻碍 类 OCB, Bo; f o) € Em+1(B, By, #2 ra) Wat 


> „ WC B= OF, OCB, Ba; fo) 部 为 OCH D), OCB, Bos fo) HAMMETT fe BB LAR 


” 面 的 最 初 阻碍 类 《对 一 个 县 有 (m— VER PS RE FS A FR BRA) OC B MHE A 的 最 初 | 


阻碍 类。 


加 到 $ 1, 关于 Stiefel ERE Vu a 我 们 知道 Till, 2) =0 o 对 ISi<n—b, WO ken 
ËP, ux AIGENE mVn) 是 一 无 限 阶 或 2 阶 种 环 群 。 BE mT M 
ER m HER ROWE MAA ) LA ERAAN k=n—m AR, TE 
BER MEAS EA ERY k NEUES UIE BEN EI Fo 
厅 阻 碍 类 ( 即 通常 所 指 的 微分 流 形 上 的 第 m 十 1 RE Btiefel-Whitnev 示 性 类 ) 的 计算 。 一， 
NATE SERED ERR AN Whitney 示 性 类 最 早 原 是 条 阻碍 关 方 式 来 给 定 的 (SER 
Hi $ 10), | 

Š3. RAR RENERE RITTER AM ERINA | 
HEAD WEE BI qp deh TA AL EISBÄR, SEE NER 
目下 已 有 的 具体 成 果 要 提出 来 说 的 是 关于 第 二 阻 得 类 方面 的 。 `” 

BARE 4 = (B, E, D), 如 前 $3 中 那样 , He me, BB LD 


ĊM fe B EB U B" 上 一 截 面 ， 它 可 扩充 至 RUBY 上 一 截面 。 与 了 相 联系 的 阻碍 ， 


"RANE— EB E HHCB, Bo; B (ras) (8.2), RUE B 是 否 有 截面 的 一 个 二 阶 - 


PARSE, ALTE 2" Cf), 如 前 所 述 , f 可 扩充 至 绍 在 Bo Be HIER u | 


amte( f= 0, 
f 24 BRE SA 26 28 JL BUS BIOL, DA 38 — B TEA A BE 

” 射 扩 充 的 第 二 阻碍 类 闭 题 。 .对 后 面 这 一 问题 的 工作 有 N. E. Steenrod (Ann, of Math., 48 

' (1947), 426—605) B 9. H.C. Whitehead 在 (Ann. of Math, ,54(1981), 0 


e TE RIB. BA BTALA ARTES SO RNANA RRE | 


的 推广 。 


| CJTA BM, Bosrgucauñ TEIP iki LORE TN 


”存在 天 题 ,最 早 表现 了 Whitney 示 性 类 在 二 阶 阻 碍 类 中 所 起 的 作用 。Borraucxnii (3,4): 
“及 Hopf [20] 所 考虑 的 从 ,其 机 科 是 适合 革 些 条 件 (例如 (mm 一 1)- 连 通 性 等 的 流 形 。 故 对 
象 是 比较 广泛 的 。 可 是 务 一 方面 ， 他 们 所 得 的 桔 果 是 关于 两 个 二 阶 胆 记 类 的 差异 类 的 公 _ 
Ro 因此 对 截面 的 存在 问题 相距 较 远 。 MAN 
。” 美 于 区 从 这 情况 ,一 个 二 阶 阻碍 类 的 公式 见 [23] 中 ， CATER LEE 
BBE = (B, Ë, DIA i m bsk 8= 208888 fE REREAD SIR 
` DRAR OC 22 200, EB AEA TTR Em E AN eA ON m>2, 这 假 
ERRARM). 12 及 ZANAK 2 BBG, HI RZ RZ m-2 或， 
m>2 而 定 。 我 们 可 以 自然 地 等 同 mn(S") LIME TE) RI, ff BEB 
LRH, CTY HE Bett LM, N OCB )=o, 按 Leray RIRE 
© RMA ONCE, JEB, J) 为 在 中 同 构 。 对 于 了 RMEXRT- LER l 


| OS) CHE, B Crm) RM OCP) =O), MRS R S am), f B HHE, 


TBB, 3) 291836 OR ERM LBB RAS 于 是 二 阶 阻碍 类 mE = 


 €H=*(B,J Y, U PARC AR (BBE, - | 
(AY D*en JHABEA E SIG), O mR > 
(B)* i PCS =O f~ O* BHF OS) IA, m=. 


当 这 全 的 构造 群 为 转动 群 有 时; HU B€S220(y)y= 2 jib Whitney 示 性 类 w*, 而 .CB) 可 化 成 7 


REN =O f)~O(f), RB OCS) RA OC) EEE h PE LEN a ER 
PEA CHROMO HELO RSE DS 


” 定理 ; 在 球 从 这 情况 下 ， 较 早 地 见 [23, $ 201). FERRE A u CN 


WET MAMMA LAE -Bortanosat [5], 
”用 类 似 于 [23] 中 一 些 方法 ,我 们 也 可 得 出 球 丛 的 全 MRR]. 
KA RERA B 等 仍 答 出 如 前 ,并 命 ms, PR AR WT r PERT, 

it-0 xF m<icm+42p—3; 2, Hf i=m+2p—3, 用 这 后 一 个 不 为 0 H pb TE SIE 

. p Steenrod FILE Pt MIR (Dim, ĦLL24, 542 WD), 我们 也 有 : @wsse-n(f)= 

=KN-P*B POD PUN mod p, 这 里 f # B fE p" L—kifi, tarka 
Bwtir-8 |-, 

. BE KH B FERAT Re LR) 
WR TFI ARIASI, TB ERE STRAY RAG BEA 
几何 问题 的 较 完 满 解 决 的 可 能 性 僵 多 。 


$ 4. HRK Mr LARS PINAL NMA EEE 
M/MIN, TORRARE RYA MERER R 


RAC, na)- 空 间 ( 它 有 和 这样 的 特性 ， 即 ， 其 i AR =m RO 8k ien RAE 而 


ARARAS RH 应 提 到 B. Boxtaucantt (3, a Bd, H, Hopf 


ki 


E) 内 以 便于 观察 陕 射 扩充 的 阻碍 类 ， 或 循 此 延伸 所 得 的 (但 深入 的 ) 办 法 (例如 网 [aa，， - ` 


` 8242), BESTEN, Elm %)- 空 间 的 作法 (例如 ， 用 添加 胸腔 以 消灭 同 徐 群 的 办 法 )， 


SED TA ZT COLA, ERREGER 
任意 的 同 种 型 式 的 空间 内 ， 册 我 们 将 过 到 是 否 可 得 一 较 大 的 从 它 CLR HAF 
.的 问题 。) 

在 [ag] 中 处 理 二 阶 阻 碍 类 时 ， 我 们 全 纸 引 入 一 关于 从 的 对 称 化 办 法 以 消除 上 涝 困难 
(BEF (24, $ 14)), 这 有 可 能 将 是 阻碍 类 一 般 处 理 上 的 一 个 合理 的 彼 过 涂 征 。 ERP 
于 此 简单 地 叙述 一 下 。 ，- i 
BW hfe EMA, EWH EAE RIL WW xW x. Loc LAATAN 
彼此 间 的 排列 构成 的 对 称 群 是 矿 : 上 一 拓扑 变换 群 , 命 历 c9 为 由 此 所 得 的 轨道 空间 , 叫 作 
W ËJ tA, BERF AA A = (B, E, OR, BEB Wt KEFR = 
SABET, ©), ABD'DE B 的 对 角 空间 B' TORS. FRE 22 t 的 底 空间 及 
Z|] HARENA T BTR AH pak ER RE RIA, B' 为 底 空 
` FA, FPO PREM B= (B', 下, 中 小 Re BAEK L, n G 25 22 的 构造 
” 群 , 则 G: 的 对 角 群 为 经 ' 的 构造 群 )。 绍 ' 时 作 hy AIREA - 

对 到 中 任 一 答 定 点 so, BE CWA W RARA [srso so 777, 8030 作成 的 集合 … 
CHEW ARH. BR 多 正则 实现 在 B' 内 [23, 50, HBL. ROA 
: @:{B, E}3{B E'}, EME b EBRIE, 5,…, 6JEB', BEEE LEER: 对 、 

， 任 一 6€B, 有 一 s € O16) FANT EZ, FEAF b(B-1(b))—3,(B-1(b))E(BACĠJJED, TH OH - 
任 一 s&《 四-1(5) 陕 射 至 Es, 85, s ECDC) MEF ARR, BARAR, 这 时 
AHAB, @(E), © oC L) ERM, 可 看 作 与 B 等 价 的 。 等 同 这 个 从 与 B, Ww 3: 
现在 B' 内 , 称 为 正则 实现 。 要 紧 的 是 : B 有 截面 时 ， 可 趟 这 样 的 实现 是 存在 的 。 设 
BHF BH, 则 B 可 部 分 地 正则 实现 在 BR, 

AN BORER RATE LUTE RL Z 及 B WAR 
BARERCEL2S], 88 17-18)@。 另 一 方面 ,对 于 我 们 的 且 的 来 说 ;一 个 大 为 重要 的 事情 
是 也 的 某 些 同 偷 群 经 过 对 称 化 手 午后 可 以 堵 化 。 如 [24, $ 18; 23, § 16] 所 葵 的 是 这 样 的 情 
况 。 由 于 六 准 从 阻碍 类 计 答 上 的 需要 俯 及 一 些 其 他 理由 ， 我 们 鲁 经 希望 取 空 间 的 对 称 化 
办 法 可 以 代替 用 以 前 办 法 得 出 的 一 些 (mm)- 室 疗 在 同 偷 方面 所 起 的 某 些 作用 【 昂 Caa, 
$ 101), : 

”可 注意 的 是 A. Dold BR. Thom 近 间 征明 的 一 精 果 Cie], BI, wa ow-% 
BIX 
f (XX, Z), ¿>0, ` 

这 里 XO EMAAR (ZOU rosy oy a, XO NERESI, X = FMM — 
€), ZRERR RRB AN SDA BSE BAB BOD BIR ECO, ZS HKX, Lyx 
== B= 0, Bien RAN 且 夭 0 而 定 , 划 Xt%2 是 一 (mi 0- 空间 )。 . 
| 785. 分 类 问题 这 是 一 个 在 同一 底 空 间 加 下 具有 多 少 个 不 相等 价 的 但 具有 同样 的 | 

HF RR ISEHETE G REA IE, B= (B, B, 到 及 B'={B, B, 1) 为 这 样 - 


® KELMA W pyri tas «se ERE Fa SER WOI ANAE Lore un le 
O O FL RTL, AAO HERES FB RARE TX. f 


的 从 。 RAB 2 hB' ARSON, 自然 是 说 有 一 从 BAD UAB f, ERER 
ARNE Et k, BEA b € B, S(O- E-ON 自然 还 须要 求 是 以 描述 构造 群 超 
作用 村 的 某 些 连续 性 等 等 Jo 这 问题 是 一 个 如 何 用 召 上 的 拓扑 不 变量 恢 及 @' aires 
作用 时 所 产生 的 菜 种 特殊 不 变量 以 决定 从 B WW, AARETE RI 
形 的 - Stiefej-Whitney 示 性 类 等 。 | 
l -RRK MRE ER, 因为 序 合 分 类 已 无 间 题 了 ， 截面 问题 仍 待 研究 
CARI AE AR 关于 两 空间 征 此 间 的 映射 扩充 及 同 从 分 类 ， 目下 我 们 知道 的 仍 局 
不 多 )。 

C AREARE AR G-M, jn FREER, G, m @ TREL 
的 作用 郎 为 由 左 侧 变 换 所 产生 的 。 如 我 们 所 知 、， 对 任 一 个 以 也 BH BY, € 为 构造 群 的 
从 ,都 大 一 个 叶 作 与 它 相配 的 ĠJA; AU, 任 一 G- 从 都 相配 于 一 个 以 FAHRER GH 
构造 群 的 粹 维 从 。 一 个 以 妃 为 全 空间 的 G- 从 叫 作 一 % 活 G- 从， FORE BST 0 PEB FE oe 
fF m (E) =0, Xf OSt<n, HEP LMR EES 

主 从 定理 两 个 具有 同样 的 底 室 间 、 BR EJ A RN TEA 与 它 
们 相配 的 两 个 主 从 等 价 。 . 
” ”截面 定理 一 个 主 从 有 蕉 而 的 赤 要 条件 是 这 从 为 向 卡 儿 积 ; 

一 橡 维 从 有 截面 不 一 定 藉 涵 与 它 相 配 的 主 从 也 有 截面 。 例 如 ， ETC 
处 不 为 0 DER YES TÜREN EHE AY n 个 连续 的 切 向 量 场 。 这 后 者 
、 是 二 个 以 正 交 群 CC) 为 构造 群 的 主 丛 的 截面 存在 问题 。 自 然 ， MR STAHRENERE 
截面 , 则 原来 的 从 也 有 鹤 面 。 

Bi B-1B,E, ©} 为 一 从 , T:B>BA—iRät, Ri SEES RER, Tas 12, 
其 底 空间 是 B, 且 它 与 B 具有 同样 的 牧 欠 及 构造 群 。 S'S RAAM TOE, ED: 有 
一 从 f-1 绍 到 B WME, CERAR ESHA fo. BE Map(B', B) AHR 


' BF: BIB AW AREA: WEP ERIN, FE CL CB, HERB 
，” 宏 间 B' 下 的 一 切 9- -从 所 输出 的 等 价 类 的 集合 


分 类 定理 WBA ={B, 中} 为 一 n 泛 9- jh Bt h—OW- -AAW RKN, AUDA 
了 到 f-' 多 确定 一 个 Map(B', B) 5 Cl, (B', 9) 间 的 (1,1)- 对 应 。 
这 定理 的 意义 是 在 它 把 粮 共 从 的 分 类 问题 变 为 一 般 较 直接 的 肌 射 同 侩 分 类 问题 。 1 
4 n= oo hf, — n Z G- 从 以 下 将 简单 地 叫 作 一 泛 4- 从 ， 其 底 空间 将 记 作 Ba, Be 是 
通常 所 指 的 对 8 MIT DRA 


” 当 G 为 一 连通 的 Lie 群 或 一 紧 致 Lie 群 时 ， 我 们 早 其 知道 对 任 一 nifiżr—n iz 6- 


从 。 下 面 定理 中 所 含 较 广 的 叙述 网 [37] 中 。 
存在 定理 ”对 任 一 拓扑 群 G 及 任 一 代 =1 2 3 …，co》， WHE Sotho fl-91 
数 的 连通 的 CW- 复合 形 都 是 一 个 对 某 一 拓扑 群 4 而 昔 的 分 类 空间 。 


例如 ,就 Stiefel HET Vn, x= 0(n)/O(n— RER, 我 们 有 Pu 2)=0, 1Si<n-k, 


而 当 b<n 时 ,Vw+ EHER, HAN 
“Ma, = 0(n)/(O(n—k) x Ok)) = 
= (On) On E))/OCK)=V,,/0Ck) , 


= 


i 


mg amana 


是 一 -k E O(t- 区 的 底 空间 ， 其 亲 数 为 (n 一 5)%。 这 主 从 的 至 空间 是 了 mi Ms 是 " 
HERREN Es 中 所 有 以 通过 原点 的 天 厅 子 粮 性 空间 为 元 素 构成 的 Grossmann 流 形 6 -对 . 
o 旦 一 个 通常 以 OCK) SEEN b—1 HERR SS- ! 为 机 锥 的 球 从 来 讽 ， 这 时 相当 的 wm: 斌 
`- OEV- RIRE E U nat, ba — n MERETE M" KIRARIM n+ 1 EON 
- “的 底 空 间 是 H no BSR AT hat I: M'>M ans, "请 导出 来， Ft ATS . 
,导出 等 价 的 球 从 。 
OO RATAR OME OCn+ DAG n+ B) RAE FR FUME 1), 由 
是 Mn y 实现 在 Moar, N. Boo = U ized, CRG SH) 是 一 个 就 OC i A YA 2825 i 
Be 
; 86. 以 球 8° HERE BAIE LEDE BENANNTEN A 
i E LERROK TRN 40 228 Nasi, 但 我 们 又 过 到 同 偷 葵 中 目下 得 存在 的 不 少 
的 困难 。 例 如 ， 如 何 有 效 言 数 从 一 输 定 流 形 到 一 Grassmann PEJE ASW Yl fir 28 maq BY 
RE ARRAN — n HERS", APASA REM EARO RAE 
TEA Al PEE DME. 
为 了 省 去 不 大 要 紧 的 复杂 性 ， RT ARBLI G GALA, 由 是 分 类 空间 
. Be 上 的 基本 群 为 0。 HN THE TE G- AMS EN LGA HA o 


TO RARR RI TURAT: HAS 为 底 空 间 的 @- 上 的- TTE TO i 
”的 元 素 间 有 一 个 (1, 1)- 对 应 。 . 
| 这 具体 对 应 情况 可 以 条 下 面具 有 交换 性 的 图 表 看 出 。 BERND se DEAM 


».. G-I B, 


l Ba) StS) 
j Cu 
ml), > 
“这 里 FRA = ; BIE Q-M E BJA tr (下 面 一 2。 也 表 关 于 B er TARR 
2). # SA — EISEN ex 为 由 是 决定 的 mAIRE 2) 的 生成 元 。 则 f :8"-*Be 为 
` f Ce) 的 一 代表 映射 。 据 前 节 及 上 面 所 了 述 ， 绍 PANS Aufl) elf) 


a sma Batts), ` nl | 、 ， . l MM 


“确定 ,由 是 亦 由 29sC2) 确 定 。 同 侩 类 Aula) (RAB: SG 通常 时 作 D e 


“ 征 映 射 。 取 S" 的 一 个 三 角 剂 分, 命 ”为 一 n MITE, CAER 5 SEW RAB 
_ ER aCe" 郎 为 前 面 $2 PARAT 28 的 截面 存在 的 阻碍 类 《 BCS, yn @)) AY : 
š 一 个 代表 链 ( 注 意 S" 为 (n 一 1)- 连 通 的 , BALA ACS", B (m-(6)))- 0, < 由 是 
BES 的 Ca 一 1)- 维 骨架 上 恒 有 截面)。 
” 朗 令 是 典型 群 ， 对 于 它们 的 同 从 性 扩 我 们 目下 所 知 的 了 还 是 不 多 的 (这 些 格 在 同 从 
“性 匀 方 面 ,主要 地 有 三 类 ， 即 ( 记 正 交 群 0("), GER U (n) B ĠA HE SAC). 关于 
` EARS, 见 [9; 428 Ab 可 注意 的 是 最 近 的 R. Bott Cia), 其 中 | 
; RSA ERER EF i, aN, | 


mem), mH Spm CO), 
. mU THA(U), (ki) 


= (0) 的 周期 天 是 Zs, 0,2, 0, 0,0, Z, Za; "(UHA Z, 0。 这 里 D= v0, mama H = 
然 的 包含 关系 0C1)C0C2)cC0(3)C…; ANTRU R Sp。 ° 


迄今 为 止 ， BAR TR JA. PJANTA ERIO RR x 


LEE HEHE, (LR AICI RE ES tH AAA EEA E Ro ANETTE MA 


RAR, ` 


87. 应 用 例子 ,具有 不 同 微分 构造 的 法 形 本 节 中 ， 我 们 所 考 上 的 主要 地 是 以 s% - 
底 空 间 ，8s HRH ARERR SO(4) 为 构造 群 的 球 - JA, Stoonred [al 115—117 Ky 138 


页 ] 中 指出 ; 由 于 1904) <Z0Z, 有 co + co 个 不 相等 价 的 这 样 的 从 ; HG, j) 6 202 
HY UIA fE B u, 其 特征 肌 射 (看 前 节 ) 可 取 作 99:8s->80(), Eh gu(u)es=uteut 


”定义 ,这 里 鲍 式 右面 了 解 为 四 元 数 乘法 ， 可 以 算出 B i 的 基本 示 性 类 ( 朗 最 初 阻碍 类 ) 是 u 
(lj), RE + REUSS ms(85))(==Z)8J—A- 3834 的 生成 元 。 这 些 从 Bü 一 般 不 能 由 ， 


同 偷 群 及 上 贞 环 这 些 拓扑 不 变量 加 以 区 分 。 


ESA. By ORAM Bü 是 连通 的 7 HEUTE. et MSH RERKEM u 


WASH: 


5 


Ci, DECE, Bt, | 


Hi (Ei, Z)=0, $=1,2,5,6 
HBa, Z)=0 RÈ =Z Be i+ jako R = =0 而 定 ，。- 
~ BEE, ZZ JH NE. 


由 于 Bu 的 足 数 记 了 是 双重 的 而 它们 的 全 空间 Bu; 上 所 附属 的 拓 扩 不 变量 如 上 网 环 及 = 
间 偷 群 显得 比较 单一 的 (例如 , 此 处 取 I+ j= 1 就 容易 看 出 有 无 限 多 个 (5 TER Duh 


全 空间 EQ 都 与 一 7 HERS 具有 相同 的 偷 型 ,若干 作者 鲁 对 这 类 现象 加 以 注意 。 . 


— I James 及 J. H.C. Whitehead 时 花 到 取 球 为 底 空间 的 球 从 时 全 认 OY A SUR, 
GUAJ RAP 165 A) MLE MAK, R. Thom [36, 81 RI AER ARA . 


， “的 流 形 可 就 Tlourparuu 示 性 类 来 加 以 区 别 。 


_ J, Milnor [38] 注意 到 这 方面 与 可 微分 流 形 是 否 有 不 同 的 微分 构造 一 丙 题 有 关联 ， 5 | 
— skin HEAT EA CM, Z)= HM, Z)=0 TED TE 
M?, [28] 基 于 Thom [35] SARETA, 定义 TARTS TRA MEWT. 


SMM) TBE. BHF MH, HMi+j=1Ri-j= =k, RE M3 =E HI 


Mi 有 一 自然 的 微分 构造 ， 而 MX 下 他 算出 恰 等 于 M1 mod 7。 又 对 87 的 (通常 的 ) 微 分 ， | 
METER ASYA 0, HY k1 mod 7 ĦOBŻ E—1, 3), € M} 及 87 间 不 可 能 存在 l 


可 微分 的 拓扑 映射 。 但 是 ， 另 一 方面 , MIR S: 是 同 胚 的 。 RERHENTMERTIK 
ADR BI, BERET HANES NETTES NE 


- 各 后 ,在 这 方面 的 工作 还 有 ITemura [33] 及 N. Shimada (301 等 。 后 而 这 文中 sem A 


T 16 HERS’ 也 具有 不 同 的 微分 构造 。 
88. INTER, Léray 讲理 论 ”虽然 如 前 所 述 纺 奉 从 的 分 类 问题， 成 者 相当 二， 到 分 


闫 空间 上 的 肌 射 的 同 从 分 类 问题 中 留待 探 了 的 地 方 极 多 ， 另 一 方面 我 们 也 遇 到 研 时 从 家 


(NIA Ne TRGS LR eT, RERZAM 的 Ammann. 
这 两 者 互 有 关联 ， 但 不 立即 是 一 个 包括 易 一 个 的 一 种 情况 。 这 是 因为 ,显然 地 即今 从 空间 
-的 某 些 同 笛 性 质 已 相当 清楚 了 , 自然 不 即 等 于 解决 了 同 偷 分 类 问题 ， AHS ARS 
AGH T , WAR MARAE, ER 让 然则 从 分 类 显得 比较 
基本 ,但 在 若干 情况 上 所 表现 出 来 的 又 须 先 化 作 同 调 论 来 研究 。 、 


-这 同调 性 丘 方 面 的 较 具 体 的 工作 即今 在 球 从 这 情况 下 , 目 下 仍 有 不 巷 清 想 的 地 方 (看 | 


W.S. Massey[26])。 在 一 般 性 理 葵 上 ,如 同 大 家 所 知道 的 ，Lkray 谱 理 论 的 引进 (1946 一 


1950) 是 首先 值得 提 壕 的 。 它 不 但 将 在 此 以 前 许多 关于 从 空间 的 同 删 性 贸 方面 的 结果 作 “ 


为 个 别 特例 。 另 一 方面 ， 它 的 主导 思想 又 可 灵活 运用 到 至 少 表面 上 不 完全 是 下 何方 面 的 
BREAK. 此 外 ,由 于 J-P. Serre 精 合 谱 理 葵 对 道路 空间 的 研 计 , 使 得 同 偷 论 中 在 以 前 仅 


有 片断 精 果 的 一 些 基本 问题 的 探索 得 到 广 关 的 开展 。 但 是 限于 本 文 的 性 质 ， 对 这 些 其 他 


方面 的 重要 成 果 我 们 在 后 面 不 打算 多 豆 。 . 
BB = (B, B, b) H— ie AD, P 358860 R TPT jk HEHE BALES BE, 例 
` fA JI FL kS ILA TE 简单 地 说 ,对 B RAB GAR Léray HER 


列 SB, 6) RIEDE SRRA AER d 的 群 Br 一 1 2, 3,…, 使 得 it， 


XEMA MMAR; SCA, OAT R-HREWHAG)—Cv), Ea 
(i) E,=X,EP EP =E EP" (p, ¢=0,1,2,3---); dr 的 阶 为 r (d,lER)CERt), 
Gi) EAE SRE LEN LR, E =H(B, HCF, G9)), KB ARB EEA 
热 方式 引出 的 (以 Ba (P, GIA EE) ER RBH. , 
Gii) MEISTER: IHREN P,4, 4 r 充分 大 时 ,Br 是 稳定 的 , BE = 
=E HPs, BEDO OREM, HE 2 一 B27。 
Civ) RASS LL: HB, GIA FAR . 
H*(E, D- -PoPaa o 
使 得 | =D] Dr. 


UZB ERERKEN e 6, RŻMRTARMUNA EIB, 我 们 都 有 相当 的 ， 


, Leray 氢 列 。 但 在 上 同 绸 这 情况 下 , 当 召 为 一 环 时 ,SC 52, OPA LRO EPE- 
Bee 等 等 )。 当 * 兰 2 时, 这些 都 是 丛 不 变量 。 
设 f: 22 — B’ AARI H SA BS E E SER, 有 

$9: 8( B',Q>8(B,@), 

l BRUTALEN, MERAAM=S AMO 
BEREICH, HERRE KERZE AAS te RS, A 
CMOS Ri EAT HRH ZE), ALA PERE A. Borel [9, 410 页 ; 6, 171 
”页 ; 8 207A DEMATRRAKTHRNOER, RB 为 一 泛 9- RER 


通 紧 致 的 Lie RE, MRS y=) 表示 通常 所 指 的 A 有 转 挝 关系 (tramsgresive) 的 元 素 
s € HCG, Zp), y € H:t1( Ba, Zp), XE Zp RIK p BBA (P= 素数 ) 或 有 理 数 域 (2 一 0% 5 


— JIBĦBJIĠXH Z HAAN RASA, RI: 


BE H*(@, Zp) Fe għ Srp Bg HE By HEY TTR BT TE AI ARC, MOEQĊA SM ` 


AG tay, tn), 其 中 每 一 xi BEET BPB) HBO AI, CDE Ba, 4p) BARA 


Pr. 


Zo vs, Ya” MIET yard, HM, E Hehe, Zra, Yas l, Ay Be 

Sees 则 H*(G, Lp À Cs, Be, m) 其 中 T( #1) =i, 
如 我 个 所 知 ， 上 所 这 半 千 果 ( 训 全 对 泛 主 从 这 情况 来 咒 ) 目 下 已 有 的 也 还 是 有 限 的 。 , 
BA, RPE AR f Fe BR ED EEI A eH 如 所 周 


— Si, i E. Cartan 多 年 前 所 答 的 一 个 漂亮 的 定理 是 : Mn HERR gn 为 一 拓扑 群 Hl n=o, 


1, Bo 
更 在, IIND, 与 一 准 球 有 同样 的 同 凋 群 ， tel, HE X-A 


BRAY HIN E Z NE RIMS Gysin BE RE 


Epo BO = Bie ous g; HEDO, 
zz 


FR, Mda (Epe) Ep Ale), KH 6 REPEC, DERT AHA Bs, Z) 
同 构 于 dale) CE Egt "OH By, GD)) 所 产生 的 整 系 激 多 项 式 环 。 但 是 ,在 这 二 点 上 ， 


” 据 一 个 周知 的 痊 在 J. Adem [2, 637 页 3 中 的 定理 @。 这 惟有 在 "十 1 为 2 AUER 2 B bse 


这 情况 下 才 有 可 能 。 这 证 明 E. Cartan 定理 。 ` 
”于 此 :我们 可 注意 ,这 证 明 中 不 涉及 是 否 为 流 形 的 性 质 。 
$9. 可 除 代数 存在 问题 的 解决 ”我 们 知道 除开 球 81, S° 可 作 拓 扑 群 外 ， MAS KE 
可 由 Cayley 数 系 引 出 一 (连续 的 ) 乘 法 。 这 乘法 有 左右 单位 元 素 。 (ew =e =m) 及 对 每 一 
元 素 的 道 元 素 ,但 不 满足 精 合 律 。 长 久 以 求 有 这 样 的 问题 , 郎 : 除开 n=0, 1, 3,7 外 ,是 否 
人 向 有 其 他 条 数 % 的 球 ,其 上 也 有 类 如 S: 上 的 一 个 乘法 。 f 
KORNER AAN, BLY Int HEN RESCH 
一 个 对 一 拓扑 群 9 而 首 的 泛 9- 从 使 得 9 与 87 有 相同 的 偷 型 ， 因 不 然 ， 这 将 引出 一 个 与 
Adem [2, 637 页 ] 中 所 述 定 理 相 矛盾 的 精 论 。 由 此 也 可 以 看 出 ， RAN H-2s fe f 3 


“的 区 别 上 ,我 们 目下 有 基 不 了 然 的 地 方 。 - 


在 代数 学 中 ， 有 一 个 与 上 相关 的 所 讲 在 实数 域 上 可 除 代数 的 存在 问题 。 Renaa E 
ETEA , Ë: TEEN E E, ` 

(a) 存在 一 连续 的 乘法 NERI): E" x EB 使 得 

G) 有 左右 单位 元 索 ， 

(ii) ay=0 BH, *=0 或 y=0， 

(ii) (toy = tay) =a(ty) 


对 任意 的 实数 120 及 z, y € En, XH zy Z m(a, y), 或 


(B) S-t — H- Ry, 
#2 S, Eilenberg (Ann, of Math. 41(1940), 662—673), 4 n=2 时 ， Doro) 与 下 


| 而 (>) 等 价 。 


(CY) 存在 映射 8%"!1->8", 其 Hopf 不 变量 是 1 | 
条 件 (Y) 所 表现 的 间 题 由 于 上 同调 运算 及 同 偷 论 中 一 些 理由 gE £9 NOE RINE, TE 


CODE FRR AL EN B PRP ERC ay | = laky iD), 如 所 周知 ,这 时 所 得 的 代数 必 同 构 于 


© FARE Adem SER 


x 


实数 域 ,复数 域 , 四 元 数 系 或 Cayley eRe —, TE n=l 2 4;8。 著 仅 要 求 这 _ ` 
乘法 是 双 挤 性 的 , 则 H. Hopf GIER] ” 必 是 2 的 一 个 需 数 (Comm. Math, Helv. 1319413, 、 
219—230); „I. Adem BE — p ER AM JE (a), RM 的 % ü 2 kaku 2 ii 
(Pree, Nat, Acad, Soi, 38(1952), 720—726), 


REET (ERD NAARAS s L-PIZ ERA sa TEE Laks 


. (a) Bay x fi 能 是 n= 1, 2, 4, 8, 这 些 作者 包括 F. Adams [1], M.A, Kervaire [22] Ro 
Milnor £204, N 
l . PERSEA 38 与 这 些 间 题 的 关系 可 参 帮 [29 二 例如 ， 设 有 一 秩 为 % 的 在 实数 城下 的 u 
RE BOAT A ETE Ch B SIE AR PE ORR: E" x E> EB", GPE RY RE Adem 
o. ARR = 2, 且 可 定义 一 个 从 球 Se 中心 在 原点 ) 到 一 般 AR E BE IRA) £: Si 
aL), f E(@)-y=ay € Bn wer), 由 是 有 一 GL(n)- 从 或 一 0(n)- 从 以 .3* 为 底 空 
- ICR ME $ 6), H ñ HECH 2) Whitney 示 性 类 w0, fi jee, NA n= 4k, 38 HBG Bi 
` 0 -从 的 Tlomrparan 示 性 类 p € HACS, Z), 据 最 近 Bott F13] 中 一 定理 ， 有 pr=0 mod 
(2k— 1)1。 HR, 据 匡 文俊 [40; 20, 447—448 页 ] 的 关于 模 4 Tlonrparuu 示 性 类 与 
Whitney 示 性 类 的 关系 一 定理 ， 用 在 球 Sw LEN ie wt = pt mod 4, XE š, HSA 
态 Ze>Z 所 诱导 的 模 2 RA 4 整 系数 上 钢 群 间 的 同 态 。 由 是 ph = 0 mod 4 RAF 
是 we 一 0 BAK, A hse, ` 


通常 所 指 的 关于 球 的 平行 行 化 问题 也 有 了 解答 Cia RU[92, 207), THEIR L 


SAREE 1, 8, 7.0 这 是 因为 ,如 果 8"-1 可 罕 行 化 , 则 可 得 一 个 如 (C0) 中 的 在 如 上 的 乘法 。 
810. 示 性 类 ”在 前 面 $8 2,9 中 已 涉及 到 示 性 类 ,这 方面 的 意义 可 以 从 下 面 看 出 ,如 . 
”网 85 中 所 壕 , 一 个 以 @ 为 构造 群 及 以 如 为 底 空间 的 粹 杀 丛 . 绍 , 例 如 当 五 为 复合 形 时 ,是 
贡 某 一 个 从 如 到 分 类 宗 间 Ba 的 映射 的 同 偷 类 所 完全 确定 。 故 泛 O-A ERARE H S 
定 出 B 上 的 菜 些 同调 性 搞 ， 这 后 者 是 B 的 从 不 变量 。 特 别 地 ,Ba LAST f ` 
` 定 出 B 上 的 某 些 同调 性 里 ，. 这 后 者 是 8 的 从 不 变量 ， 如 通常 所 指 的 示 性 环 PHC Bo) 


-O (CECB) 系数 取 在 一 环 中 ) 等 。 产 通常 叶 作 示 性 同 态 。 


HERE BITS ARDARA POURS r y AIH AU Ei Eth 
提 到 过 的 Bott [13] 关于 8" 为 底 空间 的 On) - AH — MERE, RIE 
Bin MEF fUHS(Ba) WAREK, KEE LAR ARH Ba ERS fid u 

BR, AKERULKERS) - 
这 方面 ,我 们 通常 注意 到 的 实际 上 是 G= Lie Rachie, RUE ALAS TEER O(n), 旋转 f 
BE SO(n) RR U (n) 等 (这 至 少 是 因为 微分 流 形 及 复 流 形 的 理论 w LR A 其 构 . 
` 造 群 常 是 这 类 群 )。  . 
分 类 空间 Booo, Bao 及 Bucw th) LIRE Pa 各 的 性 质 我 们 现在 已 清楚 了 的 。 例如 , 整 ' 
ALK H Bow, Z) 间 构 于 一 个 具有 个 未 定 元 的 整 系数 多 项 式 代数 ， H*( Bam, Z) 
B H*( Bsocs, Z) BHA RA BEJT BS, FI Schubert 几何 葵 出 ( 实 及 复 ) Grpssmann 流 
FG AHA TARA Ja SB FDA Sk BE K TT EB L-BAR PREF O, Ehresmann 


0 3n=13,78, S' 可 平行 化 ; ANT HH T. H. Kiang (Bull. AMS. , 51(2045), 417-428]. 


ern. 
、 


hk 


ae RE se Eee Arne er 


Siglo lag HORE as A 3 
sib, BE Re a 


‘iat 


í . 
， 


> (F. Math, Pures Appl. 1601937), 69—100), 后 见 陈省身 [16] 及 (Ann, of Math. 49(1948), 
362—372); 它们 的 Sieenrod I Be IAE, ME VA Be Tlonrparau 平方 的 计算 ; BAC HE 

ii 37, 38, 40] 中 葵 出 (自然 也 涉及 上 积 的 计算 )。 家 6 为 紧 致 Lie RE. MRHAR Liem — 
. 性 贸 以 从 事 分 类 空间 Bo 的 同 秽 性 质 的 让 富 的 讨论 (特别 地 也 涉及 G= 一 些 典型 群 这 情 IAN 
Mn Borel, Serre 及 Hirzebruch[ 6; 7, 8, 10, 1 1170 。 ANETFR [9， TER: 729, | 
447—448 ak 


BE, BAER B 是 一 个 球 从 ， 以 时 WR NEE 3 AE 


(或 一 CO HAW), KB 的 构造 群 是 O(n), 分 类 空间 Bow 上 某 个 具有 特别 意义 的 i f 
LARARE f* 后 所 得 的 属于 B 的 上 调 类 久 已 知道 是 通常 所 指 的 Z J ¿WE Whitney. 
U 示 性 类 of, Whitney 原 是 循 阻碍 类 方式 来 定义 这 些 ci 的 。 fl B'AB BALM O(a)- 


从 。 则 对 每 一 1 三 6 和 Sn, Z" KRMET—IMSB 有 同样 的 底 空 间 及 构造 群 ) 以 Stiefel 
流 形 oz DREAM St, Tü c: 即 为 多 "tt! 的 最 初 阻碍 类 (看 前 面 $2)。 由 于 对 每 一 


 1=k=n, (以 Bow HEARDE) 从 亦 相配 于 一 个 以 Vw BBE RIDA ESS 中 所 


WZ ARES, ARRIR GE Bow 上 一 n 一 k 十 1 #Ë ERO f 后 
KT B 上 的 上 g 388125 CHO, EKHE i MENTE Whitney 示 性 类 。 我 们 知 - 
道 ， 除 开 当 ”一 偶数 时 dl, 在 其 余 的 情况 下 的 阶 均 为 2 而 wt =a mod 2, 
Isien, IR EBI: A Bom, Zs) 的 一 租 生成 元 。 我们 常常 考虑 2 MOHN) Whitney 
示 性 类 w=f*wi(=ot mod 2) € HiCB, Ze), | 
(AUREL, DRAN Boos 上 某 个 具有 特别 意义 的 4k ENE FSK LINIEN fu 后 所 得 的 ， 
BT BOLE MOE B WO k 4 onpi 示 性 类 ph, Bin 201838: w= An, 


WB 的 构造 群 为 西 群 CCw)。 则 分 类 空间 Buon 上 某 个 2k HENRI LOR f* 后 


所 得 的 在 了 3 上 的 上 凋 类 是 通常 所 指 的 第 大 个 陈省身 示 性 类 0", Sin 这 些 东 性 类 也 
可 循 类 如 上 段 所 壕 关 于 阻碍 类 的 办 法 来 得 出 (于 此 ,我 们 只 须 考虑 复 流 形 以 代替 上 段 中 的 


“( 实 )8tiefel 流 形 。 参 看 [31, 210 页 ])。 特 别 地 , 泛 U(x)-, 从 上 的 所 有 的 陈 示 性 类 即 构成 


LAA B* Bow, Z) 的 一 租 生 成 元 。 此 外 ， 我 们 知道 Honrpermu 示 性 类 也 可 循 阻碍 类 方 ， 


式 来 定义 的 (虽然 Toypama 原意 不 直接 是 这 样 的 )， 例 如 可 取 ( 一 1 作为 由 包含 同 态 ' 


O(m)CU(m) BIHA ER o'a A L38, 14, 171), 


KM hy nO NE, RAT, 8 SIE JA ARNE Sn ae 
2 O(n), I BRYA EAS REE M 的 示 性 类 ( ZZ 的 Whitney 示 性 类 通常 是 作 
“Mr 的 Stiefel-Whitnoy 示 性 类 )。 显 然 ,在 这 里 ,如 果 M" 具有 不 相等 价 的 微分 构造 ,我 们 


会 并 由 此 定 出 的 Ma 的 示 性 类 是 否 与 M" 的 微分 构造 无 关 ( 换 着 之 ， 朗 示 性 类 是 否 为 H" 


L HABE) RM BRAN, BR. Thom[34] MH} M" 的 Stiefel-Whitney NE | 


w 与 MM" 的 微分 构造 无 关 。 吴 文俊 L38, 40133 AH Me 的 TlosirparaĦ RER PER Ra Bko, 


BAM" 的 微分 构造 无 关 。 : 
”由 于 据 前 所 述 ， 这 些 示 性 类 是 经 过 一 个 由 有 从 2 B 所 央 定 的 映射 xi "Bow 来 确定 的 ， 


o HEART RR, O. R. Acad, Sci. Paris(1050~ 1951) (x [6] FRAD, 及 Pros. Nat Acad. 


— 801, 2071988), 1148-1148, 


e 看 (81,168 RI 及 李 培 信 [数学 学 报 ， 8C1958), 884—295] ERIT ke 
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.或 由 与 这 从 相关 的 一 些 阻碍 类 来 定义 的 ， 因此 要 知 它们 是 否 为 mM" SHEN, Anas. 
WE 它们 表 成 仅 与 M" 的 拓扑 性 相关 的 一 些 不 变量 。 | 
RM 实现 在 其 .4 RABI DM) = 和 "x Mx x 内 作为 其 对 角 空 间 。 这 š 
实现 是 一 微分 实现 ， 因此 可 考虑 其 法 球 从 Ba = (M, E, p) REIST DIN), l 
0, WRA DRAHE REAREA HE T: HBE, EN ABER 
为 如果 这 "是 可 定向 的 ， 否 其 取 为 Za)。( 这 是 目 下 所 指 的 关于 球 从 的 Gysin 叙 列 中 一 
同 态 的 儿 柯 解释 , 普 见 [34]。) 可 是 ， 另 一 方面 , 7 也 仅 由 流 形 Do") A ER xB ER 


_ 完全 确定 (这 是 MM' 的 拓扑 性 。 这 也 仍 就 可 济源 到 Gysin 原意 (Comm: Math, Helv., 


14C1941),61 一 122))。Thom[34] 与 吴 文 俊 [38, 39] 关于 微分 流 形 . MER EEH f 
RER OEE A E EST M" RS ACC, 万 ) 由 目下 已 知 的 
ARERO EBL AEEHETCÄNTER, PA, TE Stiefel-Whitney 示 性 类 wi 这 
HOLT, Thom[ 34] HIR t =2, 4 +(ut)= Sqšr(1), 3X + He H% M", Ze) HARRIE. 故 wi 为 
_ Me 的 拓扑 不 变量 。 但 就 ompa RMR, WRAY, BMAD RAM 

。 Boe( 或 复 Grassmann Fee) LINKERS, 得 出 由 Tonrparmi 示 性 类 取 模 了 后 所 
、” 租 成 的 茶 些 多 项 式 是 M" 的 拓扑 不 变量 ,特别 地 pt mod 3 为 Mr" 的 拓扑 不 变量 [38g, 300, 


o [N p mod 4 Hf Ze AX Stiefel- Whitney 示 性 类 及 Honrparan 平方 所 和 组 成 的 关系 式 ， KIA 


M" 的 拓扑 不 变量 [40]。 这 精 果 的 一 应 用 在 前 面 $ 9 中 已 提 述 过 。 i 
o 关于 这 方面 进一步 的 描述 与 讨论 还 可 以 参看 [19]。 最 近 Milnor[ 987] Bi: 或 者 存在 . 
.一 紧 致 的 3 灯 流 形 不 具有 微分 构造 ， 或 者 存在 一 开 的 8 METER Honrparus 示 性 类 PR 
. 是 一 个 拓扑 不 变量 。 
f 不 管 这 类 拓扑 不 变性 究 党 如 何 , 示 性 类 在 拓扑 ， ,微分 几何 及 复 流 形 的 理喻 中 具有 的 这 Eu 
入 的 意义 已 被 不 少数 学 工作 者 发 现 了 的 CAE Thom[ 35], 8.8. Chern[14] 及 Hirzebruch u 
[17, 181). 
s1. 同 偷 问题 如 所 周知 ， 同 偷 论 中 映射 扩充 间 题 的 解决 归 到 RER : 
fi, 虽然 在 广泛 的 情况 下 ， 目下 已 知 最 初 运 算 由 Steenrod 循环 移 化 第 及 广义 的 Vowrparnu 
短 ( 包 括 平方 ) 确 定 ( 见 [32， 50 页 ])， 但 一 般 高 阶 的 适当 的 有 效 处 理 有 待 于 HOGTHAROB 3 
”的 进一步 的 探索 (看 [32, 55 一 56 A) 
ARATE, 我 们 可 以 指出 : AA A EN 的 从 空间 的 
最 初 阻碍 类 问题 。 
设 有 为 一 弧 巡 及 单 速 通 的 实 间 ,8 为 任 一 复合 形 。 “BUTE B hy m PERLE f: 
Br»X, EHRE Bott l-mz2, 则 如 通常 ,对 了 联系 了 一 阻碍 类 
ef) EHB, m, aC XD); ` 
六 可 扩充 至 Ben 上 一 上 映射 的 充 要 条 件 是 e( f) = 0(8. Eilenberg, Ann, of Math, 141(1040); 
231 一 251)。 这 方面 一 个 周知 的 例 TA N. E. Steenrod (Ann, of Math, 4861947), 290— 


o 可 看 89, 107 A] 的 公式 (14) 及 (89,102 页 ] 的 公式 (18)。 BIC RARE [数学 学 报 ， 5(1055), 87—68) 中 关 
于 Tlonsparan 示 性 类 mod 3 为 拓扑 不 变量 的 另 一 话 明 所 依赖 的 公式 见 这 文 前 明 中 。 KA ER Ut 由 流 形 

BI PRBRILE Dp Hi i EE Po 内 的 邻 域 以 及 Dp 上 的 自然 的 周期 变换 折 确 定 ， 由 是 U' 仅 由 M" “的 拓扑 ER 
. ME. ~ 


< “ 
. a etn wt capt menti 
et 


32058 X 3 m HER BAHN ment RER, 但 此 处 AS) 一 般 由 
ATIK EMREN RRRA Zum DAE | 
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ARR Tloctuunos AN ËH: 有 


‘Xo < Pr Xi eb — Xs .. a Get Xaa Pr xm Xi < ss 
及 映射 fa: X->X, AAR l . . 
(i) X; 只 包含 一 上 点 ， M(XA) =0 xt i>n, . koll 


Gi) fue: TORI 对 isn, 
(iii) Pafu fa- ` 
Civ) Put Xn Xn BR, HER — CCX), n)- 空间 Kn, 
L32, 56—57 Al, 
Gi), fra: 导出 同 构 ii 
fmaix?H™*°(B, Try X) PH" B, Tm(X)). 


fit g = = fmf: Br Kar, Hg 显然 可 扩充 至 一 在 BHL EEA, mg 1 RET HE l 


Be ERRA NRR 
e(g)= fmarale(f)) € H"H B, maa End). 


eg) = 1 的 到 要 条 件 是 c( 力 =0。 因 此 我 们 可 考虑 (9) ARE C) CHIR eC) =0, BRAM — 


也 可 用 室 间 偶 Coma, X) BEN iR UFUK E RTTE TERETA SE Bm? 上 有 扩充 ， 这 里 Cim BE 
far 的 映射 柱 )。 以 下 ， 我 们 将 仪 就 nh 


B = (X, Im, Prat} A Kmas- Ages Las 56—57 页 ; 27; 31, $ 103). aI 
h=frf:B">Xn. Af APRE Bet! E, RCO) h BH RERA h: B->Xm(C 且 任意 两 个 


| MERT 35 as BBS HÆ h EHH K. i= 从 


- GF =h- B = (B, E, O). 


CoE RAN LAP IA ) K, a E Cm (X), m+ 1)- 空间 ， 特别 地 ， ‘Cm s 
“连通 的 。 我 全 由 是 可 考虑 .多 的 最 初 阻碍 类 


XFICH"*KB, Mmqa(Em41)) . 
《这 时 mma Kas EB 上 作成 的 局 部 系数 群 是 单 式 的 ， 因 (Xn X)=0)o, ' 


(hg h: (B, E) {Xm Xmas} YH h: B—>X,, 以 自然 方式 导出 的 从 映射。 fr aC BE 


Hho FRE b= Uf: On) > Xmen, 这 里 * Rama pal (h(#)) CXu 考虑 具有 交 
换 性 的 图 表 


. ra (sh (BCD) 一 一 > am Km) ` 
AN: MAL 
Tal DP 1C%)) 


Sih h, BARAH AKORGDHBM B teu ut, HR, 这 输 ， 
` H by RAH. TK t< 导出 同 构 . : 


be ıHm+2(B, amis Kas) eH *2(B, aus Em). 


ere f 


1 . u oa 


ma Cf) 与 从 F 的 最 初 阻碍 类 AUF) 的 关联 由 下 式 下 出 ， 部， 

l WAF 力 一 Sm AN — 
ea HERES, RRA OCF ))=c(9), 事实 上 ， OHREN: „Bett, 
Inn MRE 9 为 这 样 的 一 扩充 。 据 ( 才 ), RA — k EE pp RE b Bett = pi. g: Berl . 
Kan. MBI IER, F ZEB" RR: But yE 使 得 9 一 hg 成 立 。 FE, R == 
| Fob Hi q PEN RRR, MIEXLSI, $ 32), ABER LAA xg) 的 一 代表 | 
` fil, 这 完成 证 明 @。 

.同样 闻 , 我 个 也 可 以 看 出 ， 进一步 关于 了 是否 可 扩充 到 Bm+8 en rR 
(Pin, Adem 及 Shimad-Uchars® 关于 复合 形 到 (m—1)- HAR LOSE | 


` 


| 的 时 卓 ) 也 可 肯 到 一 相当 的 从 空间 上 二 阶 阻 碍 的 计算 ( 这 时 糠 多 仅 有 Pe AERA a ` 


HOR 0), 


社 记 (1959 年 7 月 27 日 ) EXMTAHTAR, BUS tee KA R. Hormann, ` 
- (Secondary obstrunctions for fiber spaces, Bull, AMS, 65( 1959), 5—8) AIA 同 于 [23] - 
f 中 的 法 子 对 于 前 面 $3 中 提 到 的 二 阶 阻碍 类 开题 得 出 一 些 进展 ， 但 在 一 般 我 灯 有 从 的 情况 . 
“下 这 阻碍 类 的 有 效 处 理 仍 待 探 索 。 Hermann + 用 的 想法 类 于 这 里 $ 11 中 提 及 的 想法 ， 但 对 
象 是 从 空间 因此 是 较 广 泛 的 。 | 
` l NA 
max i kl ae! 
(2k BABAR DR AR Seek) 
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